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Sur l’équivalence entre des types particuliers des équations de Navier-Stokes
et de Schrödinger non linéaire
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Résumé. 2014 Nous étudions plusieurs généralisations de l’équivalence bien connue entre les équations de l’hydro-
dynamique et l’équation de Schrödinger non linéaire. Pour un fluide visqueux, irrotationnel, de viscosité cinéma-
tique constante, nous obtenons une équation de Schrödinger non linéaire, analogue à celle proposée par Kostin
pour une description quantique de la friction. Nous traitons également le cas de l’écoulement rotationnel d’un
tel fluide, et celui de l’écoulement à symétrie sphérique d’un fluide de viscosité constante.
Abstract. 2014 We derive a Schrödinger equation equivalent to the Navier-Stokes equation in the spécial case of
constant kinematic viscosities. This equation contains a non-linear term similar to that proposed by Kostin for
a quantum description of friction.
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1. Introduction.
L’equivalence de 1’6quation de Schrodinger a un corps
avec les equations de 1’hydrodynamique pour un fluide
non visqueux et irrotationnel est connue depuis
longtemps [1]. Elle a fait l’objet de nombreux travaux,
dont certains sont lies a des tentatives d’interpretations
nouvelles de la m6canique quantique [2], d’autres à
l’int6ret suscite recemment par 1’equation de Schr6-
dinger non lineaire [3]. L’objet de la presente note est
de montrer que cette equivalence peut etre generalisee
au cas de certains fluides visqueux et de certains
ecoulements rotationnels.
Dans le paragraphe 2 nous etudions tout d’abord le
cas de 1’ecoulement potentiel d’un fluide non visqueux
et dans le paragraphe 3 celui d’un fluide visqueux
dont la viscosite croit lin6airement avec la densite.
Pour ce cas particulier nous montrons que 1’equation
de Navier-Stokes est equivalente a une equation de
type Schrodinger non lineaire. Cette equation est
tres semblable a une equation proposee en 1972 par
Kostin [4] pour une description quantique de la
friction et etudiee depuis dans ce contexte par plusieurs
auteurs [5-9]. Il convient de noter que 1’hypothese
d’une viscosite proportionnelle a la densite est valable
pour de nombreux systemes, en particulier pour la
matiere nucleaire produite dans les collisions de
noyaux a des energies de l’ordre de 100 MeV par
nucl6on [10]. Dans le paragraphe 4 nous traitons le
cas plus general d’un ecoulement rotationnel avec
viscosite lineaire en densite.
Nous ne sommes pas parvenus a formuler les
equations de 1’hydrodynamique avec viscosite cons-
tante sous forme d’une equation d’onde, sauf dans le
cas particulier d’un ecoulement potentiel a sym6trie
sph6rique qui est presente dans le paragraphe 5. Le
paragraphe 6 contient un bref resume de nos princi-
pales conclusions.
Dans tout ce qui suit nous considerons uniquement
des ecoulements barotropes i.e. pour lesquels la
pression P ne depend que de la densite de masse
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Ceci est le cas notamment lorsque 1’entropie par
particule est une constante au temps initial et que a
est une quantite conserv6e, telle que :
ou v est le vecteur vitesse. Bien entendu 1’equation (2)
ne peut etre qu’approchee pour un fluide visqueux.
Toutefois pour que 1’equation (1) soit valable il suffit
que la dependance en a de la fonction P(p, a) soit
suffisamment faible, ce qui semble etre le cas pour les
collisions de noyaux a haute energie [11-13].
Lorsque 1’equation (1) est valable on peut trouver
une fonction h(p) - qui n’est autre que 1’enthalpie
par unite de masse - telle que 1’on ait
Pour un fluide dont la viscosite est proportionnelle
a la densite 1’equation (3) entraine que la densite p(r, t)
du fluide n’apparait pas explicitement dans l’equation
de Navier-Stokes. Cette simplification est essentielle
pour construire une equation d’onde equivalente aux
equations de 1’hydrodynamique.
2. Ecoulement potentiel sans viscosite.
Rappelons tout d’abord que pour un ecoulement
potentiel sans viscosite les equations de 1’hydrody-
namique se reduisent [14] a 1’6quation de continuite
et a 1’equation d’Euler
ou h est 1’enthalpie specifique, reliee a la pression P
par 1’equation (3). Les equations (4) et (5) determinent
1’evolution dans le temps de la densite p(r, t) et du
potentiel des vitesses x(r, t) d6fini par v = Ox. Par la
transformation de Madelung [1]
oit m et h sont deux constantes arbitraires non nulles
ayant la dimension d’une masse et d’une action respec-
tivement, on trouve que les equations (4) et (5) sont
equivalentes a 1’equation de Schrodinger
Dans cette equation le potentiel u(p) est donne par la
relation
Un choix naturel de la constante arbitraire m consiste
a prendre la masse des particules constituant le fluide.
Dans ce cas il convient de normaliser, au temps
initial to, la fonction qJ au nombre total A de particules
contenues dans le fluide
On peut remarquer que l’equation (7) a la meme
structure que les equations de Hartree-Fock d6pen-
dant du temps. Toutefois cette analogie est purement
formelle. En effet, pour l’equation (7), la forme tres
. particuliere du potentiel u donnee par 1’expression (8)
permet d’eliminer la constante h des equations du
mouvement et d’obtenir la forme equivalente (4, 5).
3. Ecoulement potentiel avec viscosite lin6aire en
densite.
Pour un fluide visqueux 1’equation d’Euler (5) doit etre
remplacee par 1’6quation de Navier-Stokes
Dans le cas ou les coefficients de viscosité ç et il
dependent lineairement de la densite
i.e. lorsque les coefficients de viscosite cinématique J1
et v sont constants, on peut trouver des solutions de (10)
sous la forme v = V x pourvu que la fonction X
satisfasse 1’equation
Pour cette equation il est encore possible de trouver
une equation de Schrodinger equivalente aux 6qua-
tions du mouvement (4) et (10). Celle-ci s’ecrit
On peut faire hu sujet de cette equation les remarques
suivantes : 1) les coefficients de viscosite cinématique J1
et v apparaissent dans l’equation de Schrodinger
dans un terme impair par renversement du temps (1)
i.e. qui change de signe lorsque l’on 6change p et p*;
2) ce terme est identique a l’opérateur Laplacien
agissant sur le terme propose par Kostin [4] pour une
(’) De meme qu’une viscosite nulle abaisse l’ordre de
1’equation de Navier-Stokes, on voit que pour p = v = 0
le terme en p*/p, dont 1’elimination conduit a des d6riv6es
secondes de v, disparait de (13).
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description quantique de la dissipation. Toutefois
dans notre cas 1’equation (13) n’est qu’une reformu-
lation mathematique des equations de 1’hydrodyna-
mique classique; 3) la presence de l’op6rateur Lapla-
cien dans le demier terme de 1’equation (13) est satis-
faisante dans la mesure ou elle permet d’eviter un
amortissement artificiel des solutions en translation
uniforme, comme c’est le cas pour 1’hamiltonien de
Kostin.
Si le fluide est soumis a un champ exteme, par
exemple un champ de gravitation, il est encore possible
de deduire une equation d’onde equivalente a 1’equa-
tion de Navier-Stokes. Pour une force exteme decrite
par un terme - pVO dans le second membre de
1’equation (10), on trouve qu’il suffit, dans 1’expression
(8) du potentiel u, de remplacer 1’enthalpie sp6cifique h
par h + 0.
4. Ecoulement rotationnel avec viscosite fin6aire en
densite.
Dans ce cas decomposons la vitesse v en
et substituons cette decomposition dans 1’equation
de Navier-Stokes (10), pour laquelle nous supposerons,
comme au paragraphe precedent, que les coefficients
de viscosite sont proportionnels a la densite (11). On
aboutit alors a 1’equation suivante
La decomposition (14) n’est 6videmment definie qu’a
une jauge pres : d’addition d’une fonction 0 a x et d’un
champ - V0 a A ne modifie pas le resultat.
Supposons que l’on ait trouve une solution de
1’equation de Navier-Stokes sous la forme v = VX’+ A’
et que la fonction
soit non nulle. Alors par une transformation de jauge
telle que 1’on ait
on voit que l’on peut se ramener aux equations
R6ciproquement si x et A sont solutions des equa-
tions (19) et (20), le champ v = Vx + A est solution
de 1’equation de Navier-Stokes. Remarquons que
1’equation (18) fixe seulement la derivee temporelle de
la jauge et que les solutions de (19) et (20) ne sont donc
definies qu’a une jauge independante du temps pres.
A partir des equations (19) et (20) on peut voir que,
dans le cas ou les viscosit6s cin6matiques sont cons-
tantes (11), les equations de 1’hydrodynamique (4) et
(10) sont equivalentes au systeme suivant
ou v, qJ et u sont definis par les equations (14), (6) et (8)
respectivement. Dans 1’equation (21) p est la notation
usuelle pour l’op6rateur - ihV.
Il est facile de verifier que 1’equation (21) est inva-
riante - comme le systeme (19, 20) - par la transfor-
mation de jauge independante du temps
Si l’on excepte le terme de friction, l’equation (21)
a la meme forme que 1’equation de Schrodinger pour
une particule charg6e dans un champ magnetique
B = rot A. Par ailleurs 1’equation d’evolution du
champ B, deduite de (22) s’ecrit
Cette equation a la meme forme que 1’equation d76vo-
lution du champ magnetique dans un plasma [ 15,16]
ou /lo est la permeabilite magnetique du vide et 6 la
conductivite du plasma. Comme il est montre dans la
reference [151, 1’6quation (25) entraine, à la limite où v
tend vers zero, que le flux de B a travers une surface
se d6placant avec le fluide reste constant au cours du
temps.
5. Ecoulement a sym6trie sph6rique avec viscosite
constante.
L’hypothese (11) d’une viscosite proportionnelle a la
densite pr6sente 1’inconvenient de ne pas entrainer
necessairement une decroissance au cours du temps
de 1’energie du fluide
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ou e est 1’energie specifique qui satisfait P = p2 dsldp
et h = e + P/ p. En effet si on calcule la derivee par
rapport au temps de (27) pour un ecoulement irro-
tationnel on obtient, en utilisant (11) et (12), la quantite
qui peut etre positive ou negative. Le meme incon-
venient existe pour 1’hamiltonien de Kostin (2), pour
lequel le terme de dissipation quantique n’entraine pas
necessairement une d6croissance de 1’energie
E =  T + u &#x3E;. Ces remarques nous ont conduit
a examiner le cas ou les coefficients de viscosite eux-
mêmes ç et q sont constants. Dans ce cas il ne semble
plus possible de construire en general une equation
de Schrodinger equivalente a 1’&#x26;quation de Navier-
Stokes. Ceci reste possible par contre pour un ecou-
lement a sym6trie sph6rique. Ce cas est interessant,
notamment lorsque 1’on considere les vibrations
monopolaires, d’un noyau [17], ou encore lorsque l’on
calcule 1’explosion d’une boule de feu form6e apres
collision de deux noyaux a haute energie [18]. Sup-
posons donc que l’on ait
D6finissons alors une fonction G(r, t) telle que
Il est alors facile de voir que dans ce cas particulier
(2) Pour l’hamiltonien de Kostin la valeur moyenne de
1’hamiltonien H d6croit bien au cours du temps [4], mais,
comme pour 1’equation de Schrodinger cubique,  H )
n’est pas 1’energie du fluide car H est non lin6aire.
1’equation de Navier-Stokes est equivalente a 1’6qua-
tion de Schrodinger suivante
Avec les hypotheses (29) 1’energie (27) decroit toujours
au cours du temps car on a alors
6. Conclusion.
Nous avons montre que pour un ecoulement potentiel
avec viscosite cinematique constante il est possible
de deduire une equation de Schrodinger non lineaire
equivalente aux equations de 1’hydrodynamique. Cette
equation fait intervenir un terme non invariant par
renversement du temps, analogue au terme pheno-
m6nologique propose par Kostin pour introduire une
dissipation dans 1’equation de Schrodinger. Nous
avons egalement montre que, moyennant l’introduc-
tion d’un champ vectoriel suppl6mentaire, il est
possible de decrire un ecoulement rotationnel. Dans
ce cas l’équation de Schrodinger obtenue ressemble
a celle d’une particule dans un champ magnetique,
et possede des propri6t6s d’invariance de jauge
analogues. Enfin, bien que n’ayant pu formuler de
far,on generale les equations de 1’hydrodynamique
avec viscosite constante sous forme d’une equation
d’onde, nous sommes parvenus a traiter le cas parti-
culier interessant d’un ecoulement a sym6trie sph6-
rique.
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